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摘  要 
结构的自振频率反映了其振动特性，对于结构动力分析设计至关重要。本文
基于Hermite再生核无网格法和稳定子域积分方法对薄梁板等结构进行自由振动
分析。Hermite 再生核无网格法是在多项式再生条件的理论框架下，同时将广义
节点挠度和节点转角作为节点未知量来建立梁板挠度的无网格近似，进而与伽辽
金法结合形成的无网格方法。本文将稳定子域积分法引入到无网格离散方程的积
分中，该方法能准确满足积分约束条件，同时避免计算形函数高阶导数。分析表
明，与仅将节点挠度参数作为未知量的传统再生核无网格近似相比，Hermite 再
生核近似具有更高的精度，并降低了核函数 小影响域的要求。梁板自由振动典
型算例频率结果表明，与采用高斯积分的无网格法相比，基于稳定子域积分方法
的 Hermite 再生核无网格法具有更高的计算精度和和更好的数值稳定性。同时文
中对积分子域对计算精度的影响也进行了系统的研究。 
在自由振动分析基础上本文进一步对薄梁板无网格振动离散方程进行系统
的频散分析，比较了采用不同积分方案时无网格离散方程的频散特性。频散分析
是通过对比分析连续问题的频率和数值离散频率的误差来评价数值方法的动力
特性。频散分析中首先采用稳定子域积分及 Hermite 再生核无网格近似对薄梁板
自由振动方程进行空间半离散化，然后将节点变量表示为简谐函数，代入半离散
方程后得到频散分析的特征方程，继而可以得到离散体系波动传播的相速度及圆
频率等参数。值得指出的是 Hermite 再生核无网格近似的频散分析需要同时将挠
度和转角节点变量表示为简谐函数。梁板频散分析结果表明，较之低阶高斯积分
方法，基于稳定子域积分方法的无网格离散方程具有较小的频散误差。另一方面
时程分析算例也验证了稳定子域积分Hermite再生核无网格法有更好的精度和稳
定性。 
关键词：薄梁板；Hermite 再生核无网格法；稳定子域积分；自由振动与时程分
析；频散分析 
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Abstract 
Free vibration analysis of natural frequencies and vibration modes is of great 
importance and practical interests for the structural dynamic analysis and design. A 
Hermite reproducing kernel (HRK) Galerkin meshfree formulation is presented for 
free vibration analysis of thin beams and plates. In the HRK approximation the 
deflection is approximated by the deflection as well as slope nodal variables. The 
resulting meshfree shape function turns out to have a much smaller necessary support 
size than its standard reproducing kernel counterpart. To meet the bending exactness 
in the static sense and to remain the spatial stability the domain integration for 
stiffness as well as mass matrix is consistently carried out by using the sub-domain 
stabilized conforming integration (SSCI). Subsequently the proposed formulation is 
applied to study the free vibration of various benchmark thin beam and plate problems. 
Numerical results uniformly reveal that the present method produces favorable 
solutions compared to those given by the high order Gauss integration (GI)-based 
Galerkin meshfree formulation. Moreover the effect of sub-domain refinement for the 
domain integration is also investigated. 
Moreover a dispersion analysis of the HRK Galerkin meshfree method is carried 
out to investigate the dynamics behavior of the present method, where the dispersive 
performance of methods with various integration strategies is compared. The essential 
idea of dispersion analysis is to compare between the continuum and the discretized 
frequencies. In the analysis following the HRK meshfree semi-discretization the nodal 
variables are expressed by a harmonic form and then substituted into the 
semi-discretized equation to yield the characteristic equation for dispersion analysis. 
Subsequently the numerical frequency and phase speed can be obtained. It is noted 
that for the HRK approximation both deflection and rotational nodal variables should 
be expressed with the harmonic functions. The results of dispersion analysis of thin 
beams and plates show that compared to the Gauss integration-based meshfree 
formulation, the proposed method has much smaller dispersion errors. The superior 
performance of the present method is also further demonstrated by the transient 
analysis examples. 
Key Words: thin beams and plates; Hermite reproducing kernel meshfree method; 
sub-domain stabilized conforming integration; free vibration and transient analysis; 
dispersion analysis
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硕士学位论文                                            第一章 绪论   
 1
第一章 绪论 
1.1 引言 
自然世界中的许多自然科学现象，包括化学、物理、机械、电子或生物领域
的现象均可用代数、微分或积分方程加以描述。对于比较简单规则的问题，我们
可以获得解析解，但对于绝大多数的复杂问题，只能通过数值方法获得其近似解。
例如，用有限差分法（FDM）求解微分方程已经有几个世纪的历史。20 世纪 50
年代，科学工作者提出了更加高效、适用性更强的有限元法（FEM）[1]，它使用
预先定义好的网格将一个无限自由度的连续体离散成有限自由度的单元集合，从
而获得复杂问题的近似解。如今有限元法已经成为工程分析和计算中不可缺少的
重要的工具之一。目前大量的有限元商业软件包已经被成功开发并广泛应用于
系统复杂的工程实际问题分析中。当前人们正不断开发和利用一些更强有力的数
值技术以期更方便、更准确地获得更加复杂形状系统的近似解。 
尽管有限元已经取得了巨大的成功，但对一些重要问题还存在困难，比如在
特大变形问题、动态冲击问题及动态裂纹扩展问题上，由于巨大的单元挤压或扭
曲即网格畸变使得有限元求解精度大幅下降甚至导致求解失败。这些困难的传统
解决方法是在模拟过程中不断重新划分网格，这样不但增加了计算时间，而且对
于大型三维复杂结构进行网格重剖分未必能解决问题。另外，在使用有限元的过
程中，前处理如网格划分及后处理如应力光滑化等过程都需占用大量的资源，费
时费力，至今仍是一个没有很好解决的研究课题。仔细分析产生这些问题的原因，
主要是由于有限元使用了事先定义的固定网格。要解决这些问题，应该避免产生
固定网格，于是，近年来，无网格法(Meshfree Methods)的思想被提了出来，并
得到了迅速的发展，受到了国际计算力学界的高度重视，先后出现了各种类型的
无网格法[2]-[7]。无网格法的共同特点就是近似函数不依赖节点之间的有序拓扑连
接而通过节点信息直接建立起来的，可以构造任意高阶的整体协调位移场和应力
场，对于用传统有限元法求解较困难的问题，有着独到的优势，现已成为一个非
常活跃的研究方向。 
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1.2 无网格法研究的历史及现状 
光滑粒子法（SPH）是 早的无网格法，它是 1977 年由 Lucy 等人[8]提出的。
随后 Monaghan 等人对这种方法进行了深入研究总结[9]，将其定义为核近似方法；
近 Liu 等人也对该方法进行了总结[10]。1992 年，Nayroles 等人[11]首先在一种
称为扩散单元的伽辽金法（DEM）中采用了移动 小二乘近似（MLS）。之后
Belytschko 等人[12]改进了 DEM 法，提出了无单元伽辽金法（EFG），掀起了无网
格法的研究热潮[13][14]。1995 年，Liu 等人[15][16]基于伽辽金法提出了一种再生核
质点法（RKPM），并将它应用于结构动力分析中[17]。Onate 等人利用移动 小二
乘法来构造近似函数，并采用配点格式进行离散，提出了有限点法（FPM），并
将它用于分析流体力学问题[18]。Duarte 和 Oden[19][20]提出了 Hp 云团法(Hp 
Clouds )，该方法利用移动 小二乘法建立单元分解函数，应用伽辽金法建立离
散模型，是一种适用于自适应分析的无网格法。Mukherjee 等[21]首先将 MLS 和
传统的边界积分方程相结合提出边界点法（BNM）。随后 Chen[22][23]和 Gao[24]-[25]
等人对边界点和边界元无网格法进行了深入研究。Atluri 等人提出了局部边界积
分方程(LBIE) [26]和无网格局部法(MLPG ) [27]。Long, Xiong[28]和 Chen[29][30]等人也
对这两种方法进行了深入研究。Sulsky 等人[31][32]在质点网格法（PIC）的基础上
提出了物质点法(MPM)。2001 年，Liu[33][34]等人建立了点插值法（PIM）并对其
进行深入的研究。张雄等[5]建立了伽辽金无网格配点法。Wang 等人[35]将无网格
法与间断伽辽金法相结合，分析了复合材料的材料界面问题。 
目前已提出了十余种各具特色的无网格方法，其主要区别在于所采用的离散
微分方程方法（如伽辽金法、配点法、 小二乘法、彼得洛夫-伽辽金法等）和
近似函数的建立方法（移动 小二乘近似、核近似、重构核质点近似、单位分解
法、hp 云团法、径向基函数法、点插值法等）的不同。本文研究的无网格法指
的是 EFG 和 RKPM，这类方法具有稳定性好、精度高的特点。当采用多项式基
函数时，EFG 和 RKPM 是等价的。 
1.3 本文的选题背景 
结构体系的自由振动分析包括自振频率的求解及模态分析，是结构动力分析
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